



摘要 给出Cn 空间中积分表示的一种新技巧. 应用这种技巧,可以得到Cn 空间中
强拟凸域上光滑函数新的积分公式和 方程解的新的积分表示, 这些新的公式都
比原有的公式简单, 尤其是 方程的解更有简单的一致估计. 而且这种新的技巧,
还可进一步应用到Cn 空间中任意有界域上, 使所有相应的公式都可得到简化.
关键词 强拟凸域 光滑函数 积分表示 方程 新技巧
熟知, 在多复变函数论中, 光滑函数的积分表示至今没有一个公式能像单复变数中的
Cauchy Green公式那样同时具有两个性质: 1) 公式是普遍的, 即对任意有界域都成立; 2) 积
分核对 z 是全纯的. 即使是著名的光滑函数的 Bochner Mart inelli公式[ 1~ 4] , 虽然对任意有界域
都普遍成立,但它的积分核却不是全纯的, 所以在多复变数中, 任意有界域上 方程 u = g
解的问题,至今仍未得到解决. 作者虽曾在文献[ 5]中给出一种解的形式, 那也只是局部解的
公式. 为了在强拟凸域上解决 方程整体解的问题, Henkin[ 6, 7]和 Grauert , Lieb[ 8]在强拟凸域
上引进了一种单位分解, 应用Henkin技巧得到了强拟凸域上光滑函数的 Leray Stokes公式
f ( z ) =
D
f ( ) K (0, , z ) -
D [ 0, 1]
f ( ) ! K ( , , z )
-
D
f ( ) !  ( - z ,  -  z ) , (1)
并在这个基础上得到了强拟凸域上 方程 u = g 解的积分表示的Henkin公式
u( z ) = -
D [ 0, 1]
g( ) ! K ( , , z ) -
D
g( ) !  ( - z ,  -  z ) . (2)
显然,对于强拟凸域的情形,这两个公式实际上相当于单复变数中的 Cauchy Green公式
f ( z ) =
D
f ( ) K ( , z ) -
D
f ( ) ! K ( , z ) (3)
及 方程解的积分公式
u( z ) = -
D
g ( ) ! K ( , z ) . (4)
但纵观( 1)与( 3)式,可发现在多复变数的积分公式中多了一项
-
D  [ 0, 1]
f ( ) ! K ( , , z ) , (5)
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而( 2)与( 4)式比较,也多了一项
-
D [ 0, 1]








为了在强拟凸域上建立一种有别于 Leray Stokes公式及 方程解的Henkin公式的新公式,
必须引进一种新的积分技巧. 为此首先回顾 Henkin技巧的具体做法,这种做法的特点是在强
拟凸域上定义一种单位分解:
G!( , , z ) =
 !-  z!
- z
2 + (1- )
P!( , z )
∀ ( , z )
, != 1, 2, ∀, n, (7)
其中 0 # # 1, ∀ ( , z ) 为文献[ 6~ 8]中所引进的支撑函数,且 ∀ ( , z ) = ∃
n
!= 1
( !- z!) P!( ,
z ) . 进而在强拟凸域上构造一种核函数
K ( , , z ) =




(- 1)!- 1 G!dG1 ! ∀ ! [ !] ! ∀ ! dGn ! d (8)
称为Henkin核,其中 d = d + d = d + + . 然后在区域
∃ = { % [ 0, 1] , % D; = 1, % D \ B%( z ) }
上应用Stokes公式,其中 B%( z ) 为 D 中以 z 为中心, %为半径的超球. 由于该区域的边界为
∃ = { = 0, % D ; = 1, % B%( z ) } ,
从而得到
% [ 0, 1] , % D
f ( ) ! K ( , , z ) +
= 1, % D \ B
%
( z)
f ( ) ! K ( , , z )
=
= 0, % D
f ( ) K ( , , z ) -
= 1, % B
%
(z )
f ( ) K ( , , z ) .
又 = 1时, K (1, , z ) =  ( - z ,  -  z ) , 即 Bochner Martinelli核
 ( - z ,  -  z ) =









= 0时, G!(0, , z ) =
P!( , z )
∀( , z )
= : &!( , z ) , ( != 1, 2, ∀, n) , 相应地,
K (0, , z ) =







&!d&1 ! ∀ ! [ !] ! ∀ ! d&n ! d . (10)
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故取极限则得( 1)式.
从上述Henkin技巧的具体做法可知, 显然 ( 1) 式右边第 2个积分的出现, 完全是因为
Henkin所选择的积分区域 ∃中含有 { % [ 0, 1] , % D} 所引起的,如果要把( 1)式右边的第
2个积分去掉, 在具体考虑积分时, 显然就不能按照区域 ∃进行积分,必须寻找与构造新的积
分区域,定义新的单位分解与核函数.
为了构造新的积分区域和定义新的单位分解,先介绍有关概念与性质[ 6~ 8] .
设 D = { z : ∋( z ) < 0} 是 Cn 中的有界强拟凸域,其中 ∋( z ) 是实函数且 ∋( z ) % C3( !D ) . 又
∀( , z ) 为文献[ 6~ 8]所引进的支撑函数,且 ∀ ( , z ) = ∃
n
!= 1





P!( , z )
∀( , z )
= 1,
其中 ∀( , z ) 对任意固定的 % D, 关于 z % D(= { z : ∋( z ) < (} 全纯,且对于 z % !D \ { } ,
∀( , z ) & 0, 又对任意固定的 z % D(关于 % D 连续可微; 同样 { P!( , z ) } 当固定
% D 时,关于 z % D(全纯. 而当固定 z % D(时,关于 % D 是连续可微的.




根据以上 ∀ ( , z ) , { P!( , z ) } 的已知性质和区域 { D%* } 的作法,如果在此统一沿用类似
Stein流形和复流形情形在讨论这种问题时的已有提法(可参看文献[ 3]第 4章第 194页及第
219页中的已有提法) , 显然可把 { D%* } 中 %
* 取得充分小, 使得 !D \ !D%* ∀ D 的某一邻域
O( D, %0) (0 < %
*
< %0) 中,而使得 ∀( , z ) 对任意固定的 % D ,关于 z % D(全纯,且对
于 z % !D \ { } , ∀( , z ) & 0, 又对于任意固定的 z % D(, 关于 D 的某一邻域O( D, %0) 中
的 是连续可微; 同样 { P!( , z ) } 当固定 % D 时, 关于 z % D(全纯,而当固定 z % D(时,
关于 D 的某一邻域O( D, %0) 中的 是连续可微.
由此, 现设 %* 与 %为两个彼此独立的任意小的正数, 并对给定的 z % D, 取 %* 充分小,
使得 z % D%* ∀ D且 !D \ !D%* ∀ D 的某一邻域 O( D, %0) (0< %* < %0) 中. 又作超球 B%( z )
∀ D%* , 然后在 !D 上定义下面一种单位分解:
H !( , z ) = a
 !-  z!
- z
2 + b
P!( , z )
∀ ( , z )
, != 1, 2, ∀, n, (11)
其中 a, b 满足a + b = 1且
当 % !D \ !D%* , z % D%* ∀ D 时, a = 0, b = 1;
当 % !D%* \ B%( z ) , z % D%* ∀ D 时, b = 0, a = 1.
(12)
显然 H!( , z ) ( != 1, 2, ∀, n) 是区域 D 上的一个单位分解. 事实上,对给定的 z % D%*




( !- z!) H!( , z ) = ∃
n
!= 1
( !- z!) a




P!( , z )












P!( , z )
∀( , z )
= a + b = 1.
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P!( , z )
∀( , z )
= 1.













) ( , z ) =





(- 1) !- 1H!dH 1 ! ∀ ! [ !] ! ∀ ! dH n ! d , (13)
其中 d = + . 显然由( 13)式所定义的核函数, 当 % !D \ !D%* , z % D%* ∀ D 时, 因 a = 0,
b = 1, 有
H!( , z ) =
P!( , z )
∀ ( , z )
= &!( , z ) , != 1, 2, ∀, n,
所以
)( , z ) = K (0, , z ) , (14)
这里 K (0, , z ) 为( 10)式所示. 而当 % !D%* \ B%( z ) , z % D%* ∀ D时,因 b = 0, a = 1, 这时
H!( , z ) =
 !-  z!
- z
2 , != 1, 2, ∀, n ,
所以
) ( , z ) =  ( - z ,  -  z ) , (15)
这里  ( - z ,  -  z ) 为 Bochner Martinelli核.
有了以上所定义的单位分解及核函数, 再进一步构造所要积分的区域. 这里需要特别指
出的是,此做法与以往传统的方法不同,是设法把积分区域考虑成其中各部分大小可以任意变
动的区域. 从本质上说也就是要借助 Henkin 积分区域中的一种可变的子域及子域的连续变
动, 以消去已有Henkin公式中的 和含有 的项. 为此,对任意小的正数 %* > 0及 %> 0和给
定的 z % D, 取积分区域为
G = { % D \ !D%* ; % !D%* \ B%( z ) } , (16)
其中超球 B%( z ) ∀ D%* , %* , %是两个彼此独立的任意小的正数. 另外,对于给定的 z % D, 由
前面所定义的 { D%* } 的性质知,可取 %
* > 0充分小,使得 z % D%* ∀ D 且 !D \ !D%* ∀ D 的某
一邻域 O( D, %0) (0 < %
*




G = { % D ; % B%( z ) } . (17)
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定理 1 设 D 是 C
n
中具有光滑边界 D 的强拟凸域,即 D = { z : ∋( z ) < 0} , 其中 ∋( z )
是实函数且 ∋( z ) % C3( !D ) , 那么对所有函数 f ( z ) % C ( ( !D ) , 有
f ( z ) =
D
f ( ) K (0, , z ) -
D
f ( ) !  ( - z ,  -  z ) , (18)
其中 K (0, , z ) 如( 10)式所示,而  ( - z ,  -  z ) 为 Bochner Martinelli核(如( 9)式所示) .
证 上节已在强拟凸域 D 上引进了一种单位分解, 并在 !D 上相应地构造了一个核函数,
即( 11) ~ ( 13)式. 由于其中 %* 可以任意小, 故由 ∀( , z ) 及 { P!( , z ) } 的已知性质和区域
{ D%* } 的作法可知, 对给定的 z % D%* ∀ D , ( 11) 和 ( 13) 式的分母在 % !D \ !D%* 上及
% !D%* \ B%( z ) 上均不为 0.
现对任一 z % D , 考虑( 16)式中的各部分大小可以变动的区域 G . 显然在此区域 #G 上,当
%* 充分小时, 核函数 ) ( , z ) 的分母不为 0. 又由于已知 H!( , z ) ( != 1, 2, ∀, n) 为一单位









H !( , z ) ( !- z!) = 0.









( !- z!)dH! = ∃
n
!= 1














( !- z!)dH! ! d = 0.
但因 | - z | & 0, 则可得 dH 1 ! dH 2 ! ∀ ! dH n ! d = 0, 所以有
d ) ( , z ) =





(- 1) !- 1dH ! ! dH 1 ! ∀ ! [ !] ! ∀ ! dH n ! d
=
( n - 1) !
(2#i)
n ndH1 ! ∀ ! dH n ! d = 0. (20)
也即 ) ( , z ) 为区域 G = { % D \ !D%* ; % !D%* \ B%( z ) } 上的一闭形式. 又由 f ( z ) %
C ( ( !D ) , 所以有
d[ f ( ) )( , z ) ] = f ( ) ! )( , z ) .
现在区域 G 上应用 Stokes公式, 可得
G
f ( ) ! )( , z ) =
G
f ( ) )( , z ) , (21)
也即










f ( ) ! ) ( , z )
=
D




f ( ) )( , z ) . (22)
而因对给定的 z % D%* ∀ D, 在 D 上以及 D \ !D%* 上因 a = 0, b = 1, 由( 14)式知,有 ) ( ,
z ) = K (0, , z ) . 又在 !D%* \ B%( z ) 上及 B%( z ) 上因 b = 0, a = 1, 由( 15)式知有 )( , z )










f ( ) !  ( - z ,  -  z )
=
D




f ( )  ( - z ,  -  z )
=
D








 ( - z ,  -  z ) .
(23)




 ( - z ,  -  z ) = 1.












 ( - z ,  -  z ) ∋ 0.








f ( ) !  ( - z ,  -  z )
=
D
f ( ) K (0, , z ) - f ( z ) .
(24)









f ( ) ! K (0, , z ) = 0. (25)
分两步证明:
首先,由于 f ( z ) % C ( ( !D ) , 又由前面所述的 ∀( , z ) , { P!( , z ) } 的性质和( 10)式的定义
可知, K (0, , z ) 对于给定的 z % D%* ∀ D , 关于 O( D, %0) \ { z } 中的 是连续可微的,故
f ( ) ! K (0, , z ) 在某一更小的闭邻域 !U( D, %)0) ∀ O( D, %0) \ { z } 上也连续可微(其
中 %)0为某一个比 %0小的正数) ,从而 f ( ) ! K (0, , z ) 在 !U( D, %)0) ∀ O( D , %0) \ { z }
上为有界,也即对于给定的 z ,在闭域 !U( D , %)0) ∀ O( D, %0) \ { z } 上有
f ( ) ! K (0, , z ) < C0dV,
这里 C0为某一确定的大于 0的常数, dV 为体积元素.
又因为 D \ !D%* ∀ O( D, %0) (其中0 < %* < %0, %* ∋ 0 ) ,而对于给定的 z % D%* , 当取
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%
*
足够小时, 可使 D \ !D%* ∀ !U( D, %)0) ∀ O( D, %0) \ { z } , 所以在 D \ !D%* 上也有
f ( ) ! K (0, , z ) < C0dV.
由此可得




f ( ) ! K (0, , z ) # C0Vol( D \ !D%* ) ,
其中Vol( D \ !D%* ) 为 D \ !D%* 的体积.
其次,由前面所作区域 { D%* } 的性质知: !D%* ∀ D且 lim
%* ∋ 0
!D%* = D, 也即 lim
%∋ 0
Vol( D \ !D%* )
= 0. 从而当 %
* ∋ 0时, 有 | I | ∋ 0. 于是对( 24)式令 %* ∋ 0, 两边再取极限,并移项,则得
f ( z ) =
D
f ( ) K (0, , z ) -
D
f ( ) !  ( - z ,  -  z ) . (26)
定理证毕.
注1 由定理 1的结果可知, ( 18)式有别于原有的 Leray Stokes公式, 比它少了一项, 这也
说明Henkin所得的( 1)式右边的第 2个积分实际上为 0,只是按Henkin原来的技巧无法证明它




现由( 18)式,可以相应得到强拟凸域上 方程解的积分表示的一个简单的表达式, 且有简单
的一致估计,即有
定理 2 设 D为Cn 中具有光滑边界 D的强拟凸域,即 D = { z : ∋( z ) < 0} , 其中 ∋( z ) 是
实函数且 ∋( z ) % C3( !D ) . 又 g = ∃
n
k= 1
gkd z k 是定义于D 的 C( ( !D ) 的( 0, 1)形式, 即 g %
C
(
(0, 1) ( !D ) , 且满足 g = 0, 那么由
u( z ) = -
D
g ( ) !  ( - z ,  -  z ) (27)
所定义的函数 u( z ) 是 方程 u = g 的一个无穷可微解,且有简单的一致估计.
注2 显然在( 27)式中,若取 n = 1时,由于







u( z ) = -
1
2#i D




注3 ( 27)式比( 2)式也少了一项,这也同样说明Henkin 所得的( 2)式中右边的第 1 个积
分实际上为0, 只是按Henkin原来的技巧无法证明它等于0. 不过Henkin在进行积分估计时已
推知它小于一个正常数, 而 0当然会小于一个正常数,也就不奇怪了.
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证 首先, 在( 18)式中, 令 g =
f
 
d , 则知有 g = 0. 现将( 18)式两端进行 =
 z
d z 运




g ( ) !  ( - z ,  -  z ) d z = g ( z ) . (29)
换句话说,也即
u( z ) = -
D
g( ) !  ( - z ,  -  z ) ( z % D) (30)
是方程 u = g 的一个无穷可微解.
其次,由于( 30) 式的积分核  ( - z ,  -  z ) 为 Bochner Mart inelli核, 其奇点的阶数为
2n - 1, 所以对于维数(实维数)为 2n 的强拟凸域来说,显然有
D
 ( - z ,  -  z ) ! d k < + ( . (31)
故对积分( 30)式,有简单的一致估计
∗u ∗L ( # C ∗g ∗L ( , (32)
这里 C 为不依赖于g 的常数,且
∗ u ∗L ( = max
z % D
| u( z ) | , ∗g ∗L ( = ∃
n
k= 1
∗gk( z ) ∗L ( . (33)
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